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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 07.02.2011, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 20.02.2011.
Ðåøàåòñß ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè íà-
ïðßæåíèé â óïðóãîì òåëå ñ âîçíèêàþùèìè â òåëå æåñòêèìè êðóãîâûìè
âêëþ÷åíèßìè äëß ñëó÷àß êîíå÷íûõ ïëîñêèõ äåôîðìàöèé. Èññëåäóåòñß
íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå âáëèçè æåñòêèõ âêëþ÷åíèé è
ïðîâîäèòñß ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷è, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà è ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à.
The problem of stress distribution in elastic solid with rigid circular
inclusions, arising in a solid, is solved by Newton - Kantorovich method
under the conditions of ﬁnite plane strains. Is investigated of stress
distribution near to rigid inclusions. The comparison of solutions obtained
by method of small parameter and Newton - Kantorovich method is
performed.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå ïëîñêèå äåôîðìàöèè, óïðóãîå òåëî, æåñò-
êèå âêëþ÷åíèß.
Keywords: ﬁnite plane strains, elastic solid, rigid inclusions.
Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñß ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèß ïðåäâàðèòåëüíî íàãðóæåííûõ áåñ-
êîíå÷íî ïðîòßæåííûõ íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ âîçíèêàþùèìè â íèõ æåñòêèìè
êðóãîâûìè âêëþ÷åíèßìè (ñ ó÷åòîì èçìåíåíèß ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèé ïîñëå èõ îá-
ðàçîâàíèß). Ñîîòâåòñòâóþùàß äàííîé ìîäåëè êðàåâàß çàäà÷à ðåøåíà ïðèáëèæåí-
íûìè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íåëèíåéíàß çàäà÷à ðåøàåòñß ìåòîäîì
ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à [6]. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è îñóùåñòâëßåòñß ìå-
òîäîì Ìóñõåëèøâèëè [8]. Ðàíåå çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè íàïðßæåíèé â áåñêîíå÷-
íî ïðîòßæåííîì íåëèíåéíî-óïðóãîì òåëå äëß ñëó÷àß êîíå÷íûõ ïëîñêèõ äåôîð-
ìàöèé áûëà ðåøåíà ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà (ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé) [9, 10], ïðèìåíåíèå ìåòîäà ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à ê ðåøåíèþ çàäà÷
î êîíöåíòðàöèè íàïðßæåíèé óïðóãèõ âêëþ÷åíèé, îáðàçîâàííûõ â ïðåäâàðèòåëüíî
íàãðóæåííûõ òåëàõ ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèßõ, ðàññìîòðåíî â [1]. Èññëåäóåòñß
íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå âáëèçè æåñòêèõ âêëþ÷åíèé è ïðîâîäèò-





Èìååòñß áåñêîíå÷íî-ïðîòßæåííîå íåëèíåéíî-óïðóãîå òåëî èç ìàòåðèàëà Ìóíè.
Â íà÷àëüíîì (íåíàïðßæåííîì) ñîñòîßíèè â òåëå îòñóòñòâóþò íàïðßæåíèß è äå-
ôîðìàöèè. Çàòåì, ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé íà÷àëüíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê
òåëó, â òåëå íàêàïëèâàþòñß áîëüøèå íàïðßæåíèß è äåôîðìàöèè. Òåëî ïåðåõîäèò
â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîßíèå. Â òåëå âîçíèêàåò æåñòêîå âêëþ÷åíèå. Åãî âîçíèêíî-
âåíèå íå ìåíßåò íàïðßæåííî-äåôîðìàöèîííîå ñîñòîßíèå â îñòàâøåéñß ÷àñòè òåëà.
Äàëåå ðàäèóñ âêëþ÷åíèß ìåíßåòñß íà çàäàííóþ âåëè÷èíó. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò
ñìåùåíèå ÷àñòèö òåëà íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèß, â òåëå âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå
áîëüøèå (ïî êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèß) äåôîðìàöèè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì íàïðßæåíèß, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñß íà íà÷àëüíûå äåôîðìàöèè è íàïðß-
æåíèß. Òåëî ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå ñîñòîßíèå. Äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû, âûçâàííûå
èçìåíåíèåì ðàçìåðà âêëþ÷åíèß, íå ó÷èòûâàþòñß.
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ãëàâíûé âåêòîð âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûé ê êîíòóðó
êàæäîãî âêëþ÷åíèß, ðàâåí íóëþ.
Èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
2
©  îïåðàòîð ãðàäèåíòà â êîîðäèíàòàõ 2-ãî ñîñòîßíèß;
∆i,j  îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ïðè ïåðåõîäå èç i-ãî â j-å ñîñòîßíèå;
u2  âåêòîð ïåðåìåùåíèé èç 0-ãî â ñîñòîßíèå 2;
σ0,2  òåíçîð ïîëíûõ èñòèííûõ íàïðßæåíèé ïðè ïåðåõîäå èç 0-ãî ñîñòîßíèß â
ñîñòîßíèå 2,
σª0,2 - òåíçîð èñòèííûõ íàïðßæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè;
Ψi,j  àôôèíîð äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå èç i-ãî ñîñòîßíèß â j;
F0,2  òåíçîð ìåðû, õàðàêòåðèçóþùèé äåôîðìàöèè F0,2  Ψ0,2  Ψ0,2;
p0,2  ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà;
I  åäèíè÷íûé òåíçîð;
Γ  ãðàíèöà âêëþ÷åíèß.
Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìàòåìàòè÷åñêàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è â êîîð-
äèíàòàõ êîíå÷íîãî (âòîðîãî) ñîñòîßíèß èìååò ñëåäóþùèé âèä.
Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèß:
2
©  σ0,2   0. (1)
Óðàâíåíèß íåñæèìàåìîñòè:
1 ∆0,1   1 , 1 ∆1,2   1 . (2)
Ãðàíè÷íûå óñëîâèß:
u2SΓ   u˜, (3)
ãäå u˜ - ñìåùåíèå ÷àñòèö òåëà íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèß;
σ0,2Sª   σª0,2. (4)
Îïðåäåëßþùåå ñîîòíîøåíèå äëß ïîòåíöèàëà Ìóíè [7]:
σ0,2   µ2 1  βF0,2  1  β F0,2  IF0,2 F20,2  p0,2I, (5)
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÏËÎÑÊÈÕ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ... 67
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîòåíöèàëà Ìóíè ïðè β   1 ßâëßåòñß ïîòåíöèàë Òðåëîàðà
σ0,2   µF0,2  p0,2I. (6)
Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß:
1 ∆0,1   detΨ0,1 , 1 ∆1,2   detΨ1,2 , (7)
Ψ0,2  Ψ0,1  Ψ1,2 , (8)
Ψ1,2   I  2©u21 . (9)
2. Ìåòîäû ðåøåíèß çàäà÷è
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñïîëüçóåòñß ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà-
Êàíòîðîâè÷à [6]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèß âûáèðàåòñß
u01   0 , p01   0 , u02   0 , p02   0 . (10)
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèß äëß Ψ0,1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì èç ñî-
îòíîøåíèé (10) âûáèðàåòñß Ψ00,1   I.
Ïóñòü L  ëèíåéíûé îïåðàòîð âèäà:
L u, p   µ1  β©   uI  µ©u  u©  pI ,
òîãäà ïðè âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèß â âèäå (10) ëèíåàðèçîâàííàß çàäà÷à
äëß i1-ãî ïðèáëèæåíèß ïðè ïðèìåíåíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà-
Êàíòîðîâè÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
óðàâíåíèå ðàâíîâåñèß:
2
©  L uˆi2 , pˆi2    f i , (11)
ãäå f i  âåêòîð ¾ôèêòèâíûõ¿ ìàññîâûõ ñèë äëß i-ãî ïðèáëèæåíèß,
óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè:
2
©   uˆi2   hi, (12)
ãðàíè÷íûå óñëîâèß:
uˆi2 UΓ   u˜i2 , (13)
L uˆi2 , pˆi2 Uª   σª i0,2 . (14)
Ïîñëå íàõîæäåíèß ïîïðàâîê ê ðåøåíèþ uˆi2 è pˆi2 ïðèáëèæåíèå i 1 îïðåäå-
ëßåòñß ïî ôîðìóëàì
ui12   ui2  uˆi2 , pi12   pi2  pˆi2 . (15)
Ôóíêöèè â ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäßòñß ïî íèæå
ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì.
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f i    2©  σi0,2 ,
hi   detΨi2,1  1 ,
u˜
i




0,2   µ2 1  βFi0,2  1  β ŁFi0,2  IFi0,n Fi0,n2   pi0,2I ,
Fi0,2  Ψi0,2  Ψi0,2 , Ψi0,2  Ψ0,1  Ψi1,2 ,
Ψi1,2 Ψi2,12  ŁΨi2,1  IΨi2,1  12 ŁΨi2,1  I2 I  12 Ψi2,12  I I,
Ψi2,1   I  2©ui2 .
Ëèíåàðèçîâàííàß êðàåâàß çàäà÷à äëß êàæäîãî ïðèáëèæåíèß ðåøàåòñß ìåòîäîì
Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè [8][10].
3. Ðåçóëüòàòû
×èñëåííûå çíà÷åíèß ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ¾Íàëî-
æåíèå¿ , êîòîðûé áûë ìîäèôèöèðîâàí ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé
[2][5].
Ðåçóëüòàòû ðåøåíèß ïëîñêîé çàäà÷è î íàïðßæåííîäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîß-
íèè ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1  4.
Ðàñ÷åò âûïîëíåí äëß ìàòåðèàëà Ìóíè ïðè β   1. Çàäà÷à ðåøàëàñü â êîîðäè-
íàòàõ êîíå÷íîãî ñîñòîßíèß. Âû÷èñëåíî 5 ïðèáëèæåíèé. Ðàäèóñ âêëþ÷åíèß R   1,
öåíòð âêëþ÷åíèß ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Íà÷àëüíîå íàãðóæåíèå  îäíî-
îñíîå ðàñòßæåíèå ïî îñè OY : σª11~µ   0, σª22~µ   p.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðßæåíèß σ22~µ âäîëü îñè OY ïðè
p   1,9µ. Ëèíèè, ïîìå÷åííûå öèôðàìè 1 5 ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ïðèáëèæåíèé
ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ÷åòâåðòîå è ïßòîå ïðèáëèæå-
íèß ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à ðàçëè÷àþòñß íåçíà÷èòåëüíî. Ðàçíîñòü ÷åòâåð-
òîãî è ïßòîãî ïðèáëèæåíèé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 0,2%. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
ñõîäèìîñòè ìåòîäà â óêàçàííîì äèàïàçîíå íàãðóçîê.
Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè R B y B 1.5R íàïðßæåíèå σ22 âîçðàñòàåò, à ïðè y A 1.5R
íàïðßæåíèå σ22 óáûâàåò.
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà ÷àñòü ýïþðû (1 ÷åòâåðòü) èñòèííûõ êîíòóðíûõ íàïðßæå-
íèé σϕϕ~µ íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèß ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà âêëþ÷åíèß íà 25%.
Íà÷àëüíîå íàãðóæåíèå  îäíîîñíîå ðàñòßæåíèå ïî îñè OY : σª11   0, σª22   4µ. Â
ïðàâîì âåðõíåì óãëó ïðèâåäåí ìàñøòàá íàïðßæåíèé, îòíåñåííûõ ê ìîäóëþ ñäâèãà
µ. Ëèíèè, ïîìå÷åííûå öèôðàìè 15 ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ïðèáëèæåíèé ìåòîäà
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à.
Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè íàïðßæåíèß σrr, îòíåñåííîãî ê
ìîäóëþ ñäâèãà µ, â òî÷êå ìàêñèìàëüíîé êîíöåíòðàöèè íàïðßæåíèß  òî÷êå ñ êî-
îðäèíàòàìè 0; 1 îò íàïðßæåíèß íà áåñêîíå÷íîñòè p~µ. Äëß ñðàâíåíèß ïðèâåäåíû
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü σ22~µ îò y
Ðèñ. 2: ×àñòü ýïþðû èñòèííûõ êîíòóðíûõ íàïðßæåíèé σϕϕ~µ íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèß
ïðè èçìåíåíèè ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèß
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Ðèñ. 3: Êîíöåíòðàöèß íàïðßæåíèß σrr~µ â çàâèñèìîñòè îò íàïðßæåíèé íà áåñêîíå÷-
íîñòè p~µ
ðåçóëüòàòû ðåøåíèé òîé æå çàäà÷è ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñðàâíèâàß, âèäèì,
÷òî ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà è ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à äàþò ïðèìåðíî îäíè
è òå æå ðåçóëüòàòû. Ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò ñïëîøíàß ëèíèß.
Ëèíèè, ïîìå÷åííûå öèôðàìè 1  5 ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ïðèáëèæåíèé ìåòîäà
ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à. Ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì ìàëîãî
ïàðàìåòðà, è ïßòûì ïðèáëèæåíèåì ìåòîäà ÍüþòîíàÊàíòîðîâè÷à íå ïðåâûøàåò
5%. Ðàçíîñòü ÷åòâåðòîãî è ïßòîãî ïðèáëèæåíèé â ìåòîäå Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 0,5%.







S  100 k   1,2,3,4
çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (k)  óêàçûâàåò íîìåð ïðèáëèæåíèé ïî ìåòîäó Íüþòîíà-
Êàíòîðîâè÷à, èíäåêñ ¾ì.ï.¿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà ìàëîãî
ïàðàìåòðà. Ìàêñèìóì îïðåäåëßåòñß íà êîíòóðå âêëþ÷åíèß.
Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàß ìîäåëü, îïèñûâàþùàß
ïðè êîíå÷íûõ ïëîñêèõ äåôîðìàöèßõ íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå áåñ-
êîíå÷íî ïðîòßæåííûõ íåëèíåéíî-óïðóãèõ òåë ñ æåñòêèìè êðóãîâûìè âêëþ÷åíèß-
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèß íàïðßæåíèß σrr~µ
ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìàëîãî ïàðàìåòðà è Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à îò âåëè÷èíû íà-
÷àëüíîãî íàãðóæåíèß p~µ
ìè, âîçíèêàþùèìè ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèß. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò âîç-
ìîæíîñòü èçìåíåíèß ðàçìåðîâ âêëþ÷åíèé ïîñëå èõ îáðàçîâàíèß. Çàäà÷à, ñîîòâåò-
ñòâóþùàß ýòîé ìîäåëè, ðåøåíà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à, óäî-
âëåòâîðßþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèßì íà êîíòóðàõ æåñòêèõ êðóãîâûõ âêëþ÷åíèé.
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèß çàäà÷ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà è ìîäèôèöèðî-
âàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à ïîêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå.
Ðàññìîòðåííàß ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëß îïèñàíèß äåôîðìèðîâàíß
ðåçèí ïðè êðèñòàëëèçàöèè, âûçâàííîé ïðåäâàðèòåëüíîé äåôîðìàöèåé.
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